Feladat 1. Hatarozza meg a Zz X Zg gylri részgyuriit és idealjait.

Megoldas: Nézziik az additiv részcsoportokat, elemszamok szerint csoportositva.
Egy additiv részcsoport nem részgytirti, ha nem zart a szorzdsra, részgytirti, de nem
idedl, ha zart a (belsd) szorzésra, de nem zart minden kiils6 elemmel valé szorzésra,

és idedl,

ha zért akdrmilyen elemmel vett szorzdsra. (A szogletes zardjel itt generdlt

részcsoportot, nem generalt részgyfiriit jelol.)

Az egyelemi részcsoport {00}.

Kételemt részcsoportot a mésodrendii elemek generalnak, ilyenbol egy van,
03] pedig ide4l.

Haromelem1i részcsoportot a harmadrendii elemek generalnak, ilyenbdl ny-
olc van, ami négy harmadrendd részcsoport jelent: [02] = {00,02,04},
[10] = {00, 10,20}, [12]={00,12,24}, és [14]={00,14,22}. (A harmadik nem
részgylirli, mert 12-12 = 14, a negyedik az, de nem ideél, mert 14-10 = 10.)
Hatelemii részcsoportot a hatodrendii elemek generalnak, ilyenbdl nyolc
van, ami négy hatorendii részcsoport jelent: [01] = {00.01.02,03, 04,05},
[11] = {00,11,22,03, 14,25}, [13] = {00, 13,20,03, 10,23},

és [15] = {00,15,24,03,12,21}.

Kilencedrendli elem nincs a csoportban, viszont a péaratlan rendi elemek
egy Z3-tel izomorf részcsoportot adnak:

02, 10] = {00, 02,04, 10,12, 14, 20, 22, 24}

Ott van még 73 < Zg.

Feladat 2. Hatdrozza meg a Z3 gylirt részgyfiriit és idealjait.

Megoldés: Felsoroljuk Z32 additiv részcsoportjait, a tdbldzat szerint 15 van

beloliik:

{00}

[02] = {00, 02}

[20] = {00, 20}

[22] = {00, 22}

01] = {00, 01, 02, 03}

[10] = {00, 10, 20, 30}

[11] = {00, 11, 22,33}

[12] = {00,12, 20, 32}

[21] = {00, 21,02, 23}

[13] = {00, 13,22,31}

02, 20] = {00, 02, 20, 22}

[01, 20] = {00, 01, 02, 03, 20, 21, 22, 23}
[10,02] = {00, 10, 20, 30,02, 12, 22, 32}
[11,02] = {00,02, 11, 13,20, 22, 31, 33}
01,10] = Z3

Feladat 3. Direkt felbonthaté az R[z] gytrd?

Megoldas: A test feletti egyhatarozatlani polinomgytrik ugynevezett féidedlgydrik

(principal ideal domain, PID), vagyis olyan egységelemes kommutativ gy{iriik, amiben
minden ideél egy adott adott elemmel oszthaté elemek halmaza. Tehdt ha Rlz] =
I, x I, akkor vannak olyan pi,ps polinomok, hogy I1 = piR[z] és Ir = paR[z].
Viszont ekkor pyps € I1Is C I1 N I5. Direkt szorzat tényezdinek metszete trividlis,
tehdt p1p2 = 0, igy pedig I vagy Io trividlis idedl.
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Feladat 4. Van-e a C gytirlinek direkt felbonthaté részgytrtje?

Megoldas: Nincs. C zérusosztémentes, igy minden részgyiiriije zérusosztomentes.
Zérusosztémentes gytiriiben barmely két nemtrividlis idedl szorzata nemtrivialis, és
igy metszetiik is az.

Feladat 5. Hatarozza meg a Zo feletti 2 x 2-es matrixok gytir{ijének automorfiz-
muscsoportjat.

Megoldas: Egy automorfizmust meghataroz a gylirii egy generatorrendszerén
felvett értékeinek halmaza. A ZSXQ gylrlinek van kételemii generatorrendszere:
{< (1) 1 ) , < é (1) )} A {( (1) } ) matrix olyan, aminek a harmadik hatvinya
a gylrd multiplikativ egységeleme, de § maga nem az. Rajta kiviil csak egy ilyen
matrix van a gyfiriiben: {( } é ) Az ( (1) é )} matrix olyan, a nullmatrixtdl
és az egységmatritol kiillonbozé métrix, amelynek négyzete onmaga. Hat darab
ilyen matrix van.

Ezzel a lehetséges automorfizmusok szamat 12-re sziikitettiik. Ezeket egy tabla-
zatban kiszamoltuk. El kell dénteni, hogy ezek koziil melyek ténylegesen automor-
fizmusok.

A piros oszlopokban 1év6 jeloltekrol jol latszik, hogy nem automorfizmusok: nem
tartjdk a {By, ..., Bg} halmazt. A z6ld oszlopokban viszont automorfizmusok van-
nak. Ezt onnan lehet legegyszeriibben latni, hogy minden invertalhaté C matrixra
az X — C71XC leképezés gyfirtiautomorfizmus. Ez kiilonb6zé X -ekre kiilonbozé
leképezéseket ad: ha az X-szel és az Y-nak valé konjugélas egybeesik, akkor az
Y ~!-zel valé konjugalds trividlis, igy az XY ~! minden métrixszal felcserélhetd,
tehdt (mivel invertédlhatd) az egységmétrix. fgy a matrixgytriinek van legaldbb hat
automorfizmusa. Mivel pont ennyi jeloltiink maradt, ezek valéban automorfizmu-
sok. (Egyébként ezek rendre az F, As, A1, T, @, T1 matrixokkal valé konjugaldsok.)
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